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ÃZÄ�Å�Æ Ç È�Æ Å É�Ê.Ç ËjÌ8Æ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð Å3Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï ÑIÓ�Ì Ô�Ï È Ê Ò Ç�Ñ�Î�Æ Å ÑIÕ�ÖI×�Ø�× Å Ù Å ÚÛÌ È�Ñ
ÜKØ�Ý�Î�Ì Æ Ú Å È�Õ�Î�Ô ÄßÞ à á!Ì Ô�Ë Ç â â Ç Ó!Ô ã�Ì3ä Ò Ç Î�ÉåÇ Ï Ñ

A = (A;t)
Ï Ô�ÌÛæ ç è]è]é�ê ë ê ì í î

ï ì ð î æ ê ç ì ï Ï Ë$Ï Ê�Ô Ì Ê Ï Ô ñ�Å Ô�Ê Ä�ÅKË Ç â â Ç Ó�Ï È�ä�Ï Ñ�Å È�Ê Ï Ê Ï Å Ô
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�ý 	 ü�� ô � ü ó ýIø ý õ ý � ø � óBû ø ÷ 
 ý � ü
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# Ï &
x t x = x �

# Ï Ï &
x t y = y t x �

# Ï Ï Ï &
x t ((x t y) t z) = (x t y) t z

Ø

�IÄ�Å È.Ï È�Ê Ò Ç�Ñ�Î�Æ Ï È�ä�Ì]Õ�Ï È�Ì Ò Ö�Ò Å â Ì Ê Ï Ç È
≤
Õ Ö�Ô Å Ê Ê Ï È�ä

(S) x ≤ y
Ï Ë�Ì È�Ñ.Ç È�â Ö�Ï Ë

x t y = y,

Ê Ä�Å È
≤
Ï Ô�Ê Ä�ÅKÏ È�Ñ�Î�Æ Å Ñ.Ç Ò Ñ�Å Ò!Ç Ë

A
Ì È�Ñ�Ê Ó�Ç�Æ Ç È�Ñ�Ï Ê Ï Ç È�Ô�Ì Ò ÅjÔ Ì Ê Ï Ô ñ�Å Ñ	ã

# Ì�&
x, y ≤ x t y;

# Õ	&BÏ Ë
x ≤ y

Ê Ä�Å È
x t y = y.

� â Ô ÇBÆ Ç È Ð�Å Ò Ô Å â Ö ��Ï Ë
(A;≤)

Ï ÔIÌ È:Ç Ò Ñ�Å Ò Å Ñ:Ô Å ÊIÓ�Ä�Ï Æ Ä:Ï ÔCÎ�É�Ó�Ì Ò Ñ:Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Å Ñ
Ì È�Ñ8Ë Ç Ò]Ì È Ö8Æ Ç Î�É�â Å�Ç Ë!Å â Å Í�Å È Ê Ô

x, y ∈ A
Ó�Å�Æ Ä�Ç�Ç Ô Å�Ì ÈCÅ â Å Í�Å È�Ê

x t y ∈ AÔ Î�Æ ÄÛÊ Ä�Ì Ê�# Ì & �j# Õ	&�Ì Ò Å.Ô Ì Ê Ï Ô ñ�Å ÑCÊ Ä�Å È
A = (A;t)

Õ	Å Æ Ç Í�Å Ô�Ì8Æ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð Å
Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ	Ø

� ËKÌ�Æ Ç Í]ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð�Å.Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ8Ä�Ì Ô�Ì.ä Ò Å Ì Ê Å Ô Ê�Å â Å Í�Å È Ê �ZÏ Ê]Ó�Ï â â�ÕåÅ�Ñ�Å È�Ç Ê Å Ñ
Õ Ö	� Ø�
!Ç Ó���â Å Ê

A = (A;t)
Õ	Å!Ì]Æ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð ÅjÑ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ�Ó�Ï Ê Ä
� Ø���Ç Ò

a ∈ A
Ó�Å

Æ Ì â âåÊ Ä�ÅKÏ È�Ê Å Ò Ð Ì â
[a, 1]

Ì�� î æ ê ì ç ��Ø��3ÅjÔ Ì Ö�Ê Ä�Ì Ê!ÌjÍ�Ì É�É�Ï È�ä
fa : [a, 1] → [a, 1]

Ï Ô
Ì�� î æ ê ì ç ��ë �åì ��í ç � é�ê ì ç �]Ï Ë

# Æ &
fa(fa(x)) = x

Ë Ç Ò�Å Ì Æ Ä
x ∈ [a, 1];

# Ñ�&
fa(a) = 1

Ì È�Ñ
fa(1) = a.

� È�Ê Ä�Å!Ô Ì Ú�Å�Ê ÇKÌ Ð�Ç Ï Ñ�Ä Î�ä�Å�È�Ç Ê Ì Ê Ï Ç È���Ê Ä�Å!Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â�Í�Ì É�É�Ï È�ä
fa

Ó�Ï â â�Õ	Å!Ñ�Å È�Ç Ê Å Ñ
Ô Ï Í�É�â Ö�Õ Ö�Ì�Ô Î�ÉåÅ Ò Ô Æ Ò Ï É�Ê ��Ï Ø Å Ø

fa(x)
Ó�Ï â âåÕåÅKÑ�Å È�Ç Ê Å Ñ�Ì Ô

xa.� Æ Ç Í]ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð�Å.Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï ÑCÓ�Ï Ê Ä���Ó�Ï â â�Õ	Å�Æ Ì â â Å Ñ���ì ê �
� î æ ê ì ç �	ë ��ë ��ê ì ê ç ��î
ì ��í ç � é�ê ì ç ���jÏ Ë�Ê Ä�Å Ò Å�Ï Ô]Ì�Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â�Ï È Ð�Ç â Î�Ê Ï Ç ÈÛÇ È

[a, 1]
Ë Ç Ò]Å Ì Æ Ä

a ∈ A.
��Ç Ò

Å Ì Æ Ä
x, y ∈ A

Æ â Å Ì Ò â Ö
y ≤ x t y

Ê Ä Î�Ô
x t y ∈ [y, 1]

Ì È�Ñ3Ó�Å�Æ Ì ÈCÑ�Å ñ�È�Å�Ê Ä�Å
Ô Ç � Æ Ì â â Å Ñ ï î ð ì í î ï ç ��î ð ë ê ì ç �	�

◦
�KÌ Ô�Ë Ç â â Ç Ó!Ô

x ◦ y = (x t y)y.
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����� ��� � ���� "!åî ê
A = (A;t) # î�ëCæ ç è]è]é�ê ë ê ì í î ï ì ð î æ ê ç ì ï ��ì ê � � î æ ê ì ç ��ë �ì ��í ç � é�ê ì ç ��� $&% ��î ï î ð ì í î ï ç ��î ð ë ê ì ç � � ë ê ì � 'Zî �Kê ��î)( ç � � ç ��ì � *�ì ï î ��ê ì ê ì î � +

# , � &
1 ◦ x = x, x ◦ x = 1, x ◦ 1 = 1;

# ,Kà &
(x ◦ y) ◦ y = (y ◦ x) ◦ x;

# ,�- &
x ◦ ((((x ◦ y) ◦ y) ◦ z) ◦ z) = 1;

# ,�.�&
((x ◦ y) ◦ y) ◦ y = x ◦ y.

Proof.
�8ÅKÆ Ç Í]É�Î�Ê Å

1 ◦ x = (1 t x)x = 1x = x;

x ◦ x = (x t x)x = xx = 1;

x ◦ 1 = (x t 1)1 = 11 = 1.

��Î�Ò Ê Ä�Å Ò ��Ô Ï È�Æ Å
x t y ∈ [y, 1]

Ì â Ô Ç
(x t y)y ≥ y

Ê Ä�Î�Ô

(x ◦ y) ◦ y = ((x t y)y t y)y = (x t y)yy = x t y

Ó�Ä�Å È�Æ Å
(y ◦ x) ◦ x = y t x = x t y = (x ◦ y) ◦ y.

� È�Ì â Ç ä�Ç Î�Ô â Ö�Ó�ÅjÆ Ç Í�É�Î�Ê ÅKÎ�Ô Ï È�ä]Ê Ä�Å!É�Ò Å Ð�Ï Ç Î�Ô�Ï Ñ�Å È Ê Ï Ê Ö

x ◦ ((((x ◦ y) ◦ y) ◦ z) ◦ z) = x ◦ ((x t y) t z)

= (x t ((x t y) t z))(xty)tz = ((x t y) t z)(xty)tz = 1.

�åÏ È�Ì â â Ö �

((x ◦ y) ◦ y) ◦ y = (x t y) ◦ y = ((x t y) t y)y = (x t y)y = x ◦ y.

/åÅ Ê
P = (P ; ◦, 1)

Õ	ÅCÌ ÈBÌ â ä�Å Õ�Ò Ì²Ç Ë�Ê Ö�ÉåÅ
(2, 0)

Ô Ì Ê Ï Ô Ë Ö�Ï È�äÛÊ Ä�Å8Ï Ñ�Å È Ê Ï Ê Ï Å Ô
# , � & 0�# ,1.�&�Ç ËjÃZÄ�Å Ç Ò Å Í � Ø ÃZÄ�Å È

P
Ó�Ï â â!Õ	Å.Æ Ì â â Å ÑIÌ

d 2 ì è � � ì æ ë ê ì ç � ë � * î # ð ë Ø
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ÃZÄ�Ï ÔjÈ�Ì Í�Å�Ï Ô]Í�Ç Ê Ï Ð Ì Ê Å Ñ8Õ Ö8Ê Ä�Å�Ë Ì Æ Ê]Ê Ä�Ì Ê
P
Ô Ì Ê Ï Ô ñ�Å Ô]Ô Å Ð�Å Ò Ì â�Ì ��Ï Ç Í�Ô]Ç Ë!Ê Ä�Å

É�Ò Ç É	Ç Ô Ï Ê Ï Ç È�Ì âjÆ Ç È�È�Å Æ Ê Ï Ð Å � Ï Í]É�â Ï Æ Ì Ê Ï Ç È ��Ê Ä�Î�Ô
x ◦ y

Æ Ì ÈÛÕ	Å.Ò Å Ì ÑÛÌ Ô
x ⇒ yÏ È ÌCÆ Å Ò Ê Ì Ï ÈÛÈ�Ç È�� Æ â Ì Ô Ô Ï Æ Ì â!â Ç ä Ï Æ Ø���Ç Ò Å Ç Ð Å Ò �!Ï Ë

A = (A;t)
Ï Ô�Ì8Æ Ç Í]ÍjÎ�Ê Ì �

Ê Ï Ð Å�Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï ÑIÓ�Ï Ê Ä Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â!Ï È Ð�Ç â Î�Ê Ï Ç È�Ô�Ì È�Ñ
◦
Ï Ê Ô�Ñ�Å Ò Ï Ð Å ÑÛÇ É	Å Ò Ì Ê Ï Ç ÈIÊ Ä�Å È

Ê Ä�Å
d−
Ï Í]É�â Ï Æ Ì Ê Ï Ç È8Ì â ä Å Õ�Ò Ì

(A; ◦)
Ó�Ï â â$ÕåÅjÔ Ì Ï Ñ8ì � ï é�æ î ï # � A Ì È�Ñ.Ñ�Å È�Ç Ê Å Ñ�Õ Ö

P(A) = (A; ◦, 1).

�)� � ���"�� !åî ê
P = (P ; ◦, 1) # î�ë d 2 ì è � � ì æ ë ê ì ç �Ië � *�î # ð ë $��jî '��	î�ë # ì ��ë ð �ð î � ë ê ì ç �

≤
ç �

P
ë �)( ç � � ç � �

(R) x ≤ y
ì (Kë � ï ç ��� � ì ( x ◦ y = 1.

% ��î �
≤
ì ��ë �Iç ð ï î ð.ç �

P
ë � ï

x ≤ 1
( ç ð�î ë æ �

x ∈ P. � ( A = (A;t)
ì ��ë

æ ç è]è]é�ê ë ê ì í î ï ì ð î æ ê ç ì ï ��ì ê �	� î æ ê ì ç ��ë ��ì ��í ç � é�ê ì ç ����ê ��î �Cê ��î�ç ð ï î ð�ì � ï é�æ î ï ç �
P(A)

# # � ê ��îjð é � î�# Ü!& &Kæ ç ì �	æ ì ï î ����ì ê ��ê ��îjì � ï é�æ î ï ç ð ï î ð]ç ( A.

Proof. 	 ÖÛ# , � & � ≤ Ï ÔjÒ Å 
�Å ��Ï Ð Å�Ì È�Ñ
x ≤ 1

Ë Ç Ò]Å Ì Æ Ä
x ∈ P.

� Ë
x ≤ y

Ì È�Ñ
y ≤ x

Ê Ä�Å È���Õ�Ö3# ,Kà &�Ì È�Ñ3# ,�� & �

x = 1 ◦ x = (y ◦ x) ◦ x = (x ◦ y) ◦ y = 1 ◦ y = y.

� Ë
x ≤ y

Ì È�Ñ
y ≤ z

Ê Ä�Å È
x ◦ y = 1, y ◦ z = 1

Ì È�Ñ�Ì É�É�â Ö�Ï È�ä�# ,�- & ��Ó�ÅKÄ�Ì Ð�Å

x ◦ z = x ◦ (1 ◦ z) = x ◦ ((y ◦ z) ◦ z) = x ◦ (((1 ◦ y) ◦ z) ◦ z)

= x ◦ ((((x ◦ y) ◦ y) ◦ z) ◦ z) = 1.

�!Å È�Æ Å
≤
Ï Ô�Ì È.Ç Ò Ñ�Å Ò!Ç È

P.
!Ç Ó ��Ô Î�É�ÉåÇ Ô Å
xt y = y

Ï È
A.
Ã�Ä�Å È�Ï È

P(A)
Ó�Å!Ä�Ì Ð Å

x ◦ y = (x t y)y =
yy = 1. � Ç È�Ð Å Ò Ô Å â Ö ��Ï Ë x ◦ y = 1

Ï È
P(A)

Ê Ä�Å È���Ì Ô�Ô Ä�Ç Ó�ÈIÏ ÈIÊ Ä�Å�É�Ò Ç�Ç ËKÇ Ë
ÃZÄ�Å Ç Ò Å Í � �

x t y = (x ◦ y) ◦ y = 1 ◦ y = y.

�!Å È�Æ Å �åÊ Ä�Å�Ç Ò Ñ�Å ÒjÑ�Å ñ�È�Å Ñ3Õ ÖI# ÜK&!Ç È
P(A)

Æ Ç Ï È�Æ Ï Ñ�Å ÔKÓ�Ï Ê Ä3Ê Ä�Ì ÊjÇ Ë
A
Ñ�Å ñ�È�Å Ñ

Õ Ö8# 
�& Ø
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�)� � ������ �!åî ê
P = (P ; ◦, 1) # î�ë d 2 ì è � � ì æ ë ê ì ç �Cë � * î # ð ë $�%���î � P

� ë ê ì � 'Zî �
ê ��îjì ï î ��ê ì ê � x ◦ (y ◦ x) = 1.

Proof. � Ô Ï È�ä�Ç Ë�# ,�.�& �$# ,Kà &�Ì È�Ñ3# , � & ��Ó�ÅKÑ�Å Ò Ï Ð�Å

x ◦ (y ◦ x) = ((x ◦ (y ◦ x))(y ◦ x)) ◦ (y ◦ x)

= (((y ◦ x) ◦ x) ◦ x) ◦ (y ◦ x) = (y ◦ x) ◦ (y ◦ x) = 1.

�3ÅjÌ Ò Å!Ò Å Ì Ñ�Ö�Ê Ç]É�Ò Ç Ð�Å!Ê Ä�ÅKÆ Ç È Ð�Å Ò Ô ÅjÇ Ë�ÃZÄ�Å Ç Ò Å Í � Ø

����� ��� � ���� �!åî ê
P = (P ; ◦, 1) # î�ë d 2 ì è � � ì æ ë ê ì ç �8ë � * î # ð ë $ �jî ' ��î x t y =

(x ◦ y) ◦ y
ë � ï ( ç ð

x ∈ [y, 1]
�Zî���é�ê

xy = x ◦ y.
% ��î �

A(P ) = (P ;t) # î�ëæ ç è]è]é�ê ë ê ì í î ï ì ð î æ ê ç ì ï ��ì ê ��� î æ ê ì ç ��ë �åì ��í ç � é�ê ì ç � � $

Proof.
�8ÅKÆ Ç Í]É�Î�Ê ÅKÅ Ì Ô Ï â Ö

# Ï &
x t x = (x ◦ x) ◦ x = 1 ◦ x = x,

# Ï Ï &
x t y = (x ◦ y) ◦ y = (y ◦ x) ◦ x = y t x,

# Ï Ï Ï &
xt ((x t y)t z) = (x ◦ ((((x ◦ y) ◦ y) ◦ z) ◦ z)) ◦ ((((x ◦ y) ◦ y) ◦ z) ◦ z)

= 1 ◦ ((((x ◦ y) ◦ y) ◦ z) ◦ z) = (x t y) t z,

Ê Ä�Î�Ô
(P ;t)

Ï ÔKÌ.Æ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð Å�Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ	Ø �.Ç Ò Å Ç Ð�Å Ò �
x t 1 = (x ◦ 1) ◦ 1 = 1Ê Ä�Î�Ô �KÏ Ô�Ê Ä�Å!ä Ò Å Ì Ê Å Ô Ê!Å â Å Í�Å È�Ê!Ç Ë

(P ;t).
 Î�É�É	Ç Ô Å
x ∈ [y, 1].

ÃZÄ�Å È
y ≤ x

Ì È�Ñ
xyy = (x ◦ y) ◦ y = x t y = x.��Î�Ò Ê Ä�Å Ò ��Õ�Ö�/åÅ Í�Í�Ì�à��

x ◦ y ≥ y
Ê Ä�Î�Ô

xy ∈ [y, 1],
Ï Ø Å Ø�Ê Ä�Å!Í�Ì É�É�Ï È�ä

x 7→ xy Ï Ô
Ì È�Ï È�Ð Ç â Î�Ê Ï Ç È.Ç È

[y, 1]
Ó�Ï Ê Ä

yy = y ◦ y = 1
Ì È�Ñ

1y = 1 ◦ y = y
Ê Ä�Î�Ô

A(P )
Ä�Ì Ô

Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì âåÏ È Ð�Ç â Î�Ê Ï Ç È�Ô Ø

ÃZÄ�Å�Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ
A(P )

Ó�Ï â âZÕ	Å�Æ Ì â â Å ÑCì � ï é�æ î ï Õ Ö3Ì
d
� Ï Í�É�â Ï Æ Ì Ê Ï Ç ÈCÌ â ä Å Õ�Ò Ì

P =
(P ; ◦, 1).

�3Å Ô Ä�Ç Ó Ê Ä�Ì Ê Ê Ä�Å Ô Å Ñ�Å Ò Ï Ð�Å Ñ Ì â ä Å Õ�Ò Ì Ô Ì Ò Å Ï È Ç È�Å � Ê Ç � Ç È�Å
Æ Ç Ò Ò Å Ô ÉåÇ È�Ñ�Å È�Æ Å Ø

����� ��� � ���
 !åî ê
A = (A;t) # î3ëIæ ç è]è]é�ê ë ê ì í î ï ì ð î æ ê ç ì ï ��ì ê � � î æ ê ì ç ��ë �ì ��í ç � é�ê ì ç ����ë � ï

P = (P ; ◦, 1) # î!ë d 2 ì è � � ì æ ë ê ì ç ��ë � * î # ð ë $&% ��î � A(P(A)) = Aë � ï
P(A(P )) = P.
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Proof.
,KÅ È�Ç Ê Å�Õ�Ö

∪
Ê Ä�Å�Ç ÉåÅ Ò Ì Ê Ï Ç ÈÛÏ È

A(P(A))
Ì È�ÑIÕ Ö

fy

Ê Ä�Å.Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â
Í�Ì É�É�Ï È�ä�Ï È

A(P(A)).
ÃZÄ�Å È.Ë Ç Ò

x, y ∈ A
Ó�ÅKÄ�Ì Ð Å

x ∪ y = (x ◦ y) ◦ y = ((x t y)y t y)y = (x t y)yy = x t y

Ì È�Ñ�Ë Ç Ò
x ∈ [y, 1]

Ó�Å!Ä�Ì Ð�Å

fy(x) = x ◦ y = (x t y)y = xy

Ê Ä�Î�Ô
A(P(A)) = A

Ø
,!Å È�Ç Ê ÅKÕ�Ö

�
Ê Ä�ÅKÇ É	Å Ò Ì Ê Ï Ç È.Ç Ë

P(A(P )).
Ã�Ä�Å È

x � y = (x t y)y = ((x ◦ y) ◦ y) ◦ y = x ◦ y
Ë Ç Ò

x, y ∈ P

Ê Ä�Î�Ô�Ì â Ô Ç
P(A(P )) = P.

��� ������� � �� � Ç È�Ô Ï Ñ�Å Ò�Ì8Æ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð Å3Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ A = (A;t)
Ó�Ä�Å Ò Å

A =
{a, b, c, d, 1}

Ì È�Ñ�Ê Ä�ÅKÇ É	Å Ò Ì Ê Ï Ç È�Ï Ô�ä Ï Ð Å È.Õ Ö�Ê Ä�Å!Ê Ì Õ�â Å

t
Ì Õ Æ Ñ �

Ì Ì Æ Æ Ñ �
Õ Æ Õ Æ Ñ �
Æ Æ Æ Æ � �
Ñ Ñ Ñ � Ñ �
� � � � � �

� Ê Ô�Ï È�Ñ�Î�Æ Å Ñ.Ç Ò Ñ�Å Ò�Ï ÔZÐ�Ï Ô Î�Ì â Ï � Å Ñ�Ï È	�åÏ ä Î�Ò Å �

v

v

v

v

v

a

c

b

d

1

�$Ï ä Î�Ò Å �

�������HHHHHHH

�
�

��@
@

@@
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�$Ï Æ Ú�Î�É�Ê Ä�Å!Ë Ç â â Ç Ó�Ï È�ä�Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì âåÏ È Ð�Ç â Î�Ê Ï Ç È�Ô ã

Ï È
[a, 1]

Ó�ÅKÄ�Ì Ð Å
aa = 1, ca = c, da = d, 1a = a

Ï È
[b, 1]

Ó�ÅKÄ�Ì Ð�Å
bb = 1, cb = d, db = c, 1b = b

Ì È�Ñ�Ê Ò Ï Ð�Ï Ì â â Ö�Ï È.Ç Ê Ä�Å Ò!Ì Ê�Í�Ç Ô Ê�Ê Ó�Ç � Å â Å Í�Å È ÊjÔ Å Æ Ê Ï Ç È�Ô Ø
ÃZÄ�Å È�Ê Ä�ÅjÏ È�Ñ�Î�Æ Å Ñ

d
� Ï Í]É�â Ï Æ Ì Ê Ï Ç È3Ì â ä�Å Õ�Ò Ì

P(A)
Ï Ô!Ñ�Å Ê Å Ò Í�Ï È�Å Ñ.Õ�Ö�Ê Ä�ÅKË Ç â �

â Ç Ó�Ï È�ä�Ê Ì Õ�â ÅjÇ Ë$Ê Ä�ÅKÑ�Å Ò Ï Ð�Å Ñ�Ç É	Å Ò Ì Ê Ï Ç È

◦
Ì Õ Æ Ñ �

Ì � Ñ � � �
Õ Æ � � � �
Æ Æ Ñ � Ñ �
Ñ Ñ Æ Æ � �
� Ì Õ Æ Ñ �

� ��Ì Í]É�â Å!Ô Ä�Ç Ó�Ô�Ê Ä�Ì ÊZÏ È�Ê Ä�Å�Ô Å Æ Ê Ï Ç È
[b, 1]

Ó�Å�Ä�Ì Ð�Å
xbtx = 1

Ë Ç Ò�Å Ì Æ Ä
x ∈ [b, 1]Õ�Î�Ê!Ï È

[a, 1]
Ï Ê�Ï Ô�È�Ç Ê!Ð Ì â Ï Ñ�Ô Ï È�Æ ÅjÅ Ø ä�Ø

ca t c = c t c = c 6= 1.
ÃZÄ�Ï Ô�Í�Ç Ê Ï Ð Ì Ê Å Ô

Î�Ô�Ê Ç]Ï È Ê Ò Ç�Ñ�Î�Æ ÅKÊ Ä�Å!Ë Ç â â Ç Ó�Ï È�ä�Æ Ç È�Æ Å É�Ê Ø
/åÅ Ê

A = (A;t)
ÕåÅ]Ì�Æ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð Å�Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ�Ó�Ï Ê Ä8Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â�Ï È�Ð Ç â Î�Ê Ï Ç È�Ô Ø

A
Ï ÔKÆ Ì â â Å Ñ � î æ ê ì ç �	ë � � � æ ç è � � î è�î ��ê î ï Ï Ë x t xa = 1

Ë Ç ÒjÌ È�Ö
a ∈ A

Ì È�Ñ3Å Ì Æ Ä
x ∈ [a, 1].

� � � ��� �  /åÅ Ê
A = (A;t)

ÕåÅ�ÌCÔ Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â â Ö Æ Ç Í]É�â Å Í�Å È�Ê Å ÑßÆ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð Å
Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ	Ø���Ç Ò�Å Ì Æ Ä

a ∈ A
Ñ�Å ñ�È�Å.Ì�È�Å Ó0Õ�Ï È�Ì Ò ÖIÇ ÉåÅ Ò Ì Ê Ï Ç È

ua

Ç È
[a, 1]

Ì Ô
Ë Ç â â Ç Ó!Ô

x ua y = (xa t ya)a.

ÃZÄ�Å È�Æ â Å Ì Ò â Ö
xa ua x = (xaa t xa)a = (x t xa)a = 1a = a

Ê Ä�Î�Ô
xa
Ï Ô�Ò Å Ì â â Ö.Ì

Æ Ç Í�É�â Å Í�Å È ÊKÇ Ë
x
Ï È.Ê Ä�ÅKÔ Å Æ Ê Ï Ç È

[a, 1].

�3Å�Æ Ì È8Æ Ä�Ì Ò Ì Æ Ê Å Ò Ï � Å�Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â â Ö8Æ Ç Í]É�â Å Í�Å È�Ê Å ÑCÆ Ç Í]ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð�Å�Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ�Ô
Õ Ö.Ì]Ô Ï Í]É�â Å!É�Ò Ç ÉåÅ Ò Ê Ö.Ç Ë$Ê Ä�Å!Ï È�Ñ�Î�Æ Å Ñ

d
� Ï Í�É�â Ï Æ Ì Ê Ï Ç È�Ì â ä�Å Õ�Ò Ì�Ø
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����� ��� � ���
 !åî ê
A = (A;t) # î3ëIæ ç è]è]é�ê ë ê ì í î ï ì ð î æ ê ç ì ï ��ì ê � � î æ ê ì ç ��ë �ì ��í ç � é�ê ì ç ��� $ %���î �
A
ì ��� î æ ê ì ç �	ë � � � æ ç è � � î è�î ��ê î ï ì (�ë � ï ç � � � ì (jê ��î�ì � ï é�æ î ï

d 2 ì è � � ì æ ë ê ì ç �3ë � *�î # ð ë P(A)
� ë ê ì � '�î �jê ��îjì ï î ��ê ì ê �

# � & ((x ◦ y) ◦ y) ◦ (x ◦ y) = x ◦ y.

Proof.
/åÅ Ê

P(A)
Ô Ì Ê Ï Ô Ë Ö�# � &ZÌ È�Ñ x ∈ [y, 1].

Ã�Ä�Å È
y ≤ x

Ê Ä Î�Ô
xt y = x

Ì È�Ñ
xy = x ◦ y

Ì È�Ñ�Ó�ÅKÄ�Ì Ð ÅKÕ Ö8# � &

x t xy = (((x ◦ y) ◦ y) ◦ (x ◦ y)) ◦ (x ◦ y) = (x ◦ y) ◦ (x ◦ y) = 1.

� Ç È Ð�Å Ò Ô Å â Ö �Kâ Å Ê A
Õ	Å3ÌIÔ Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â â Ö Æ Ç Í]É�â Å Í�Å È�Ê Å ÑßÆ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð ÅCÑ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ	Ø


 Ï È�Æ Å
x t y ∈ [y, 1]

Ó�ÅKÄ�Ì Ð Å

(x t y) t (x t y)y = 1.

ÃZÄ�Ï Ô�Ö�Ï Å â Ñ�Ô

(((x ◦ y) ◦ y) ◦ (x ◦ y)) ◦ (x ◦ y) = ((x ◦ y) ◦ y) t (x ◦ y)

((x ◦ y) ◦ y) t (((x ◦ y) ◦ y) ◦ y) = (x t y) t (x t y)y = 1.

��Î�â Ê Ï É�â Ö�Ï È�ä Ê Ä�Ï Ô3Ï Ñ�Å È�Ê Ï Ê ÖßÕ�Ö
x ◦ y

Ï ÈBÕ	Ç Ê Ä Ô Ï Ñ�Å Ô8Ì È�ÑßÎ�Ô Ï È�ä²Ç Ë3# ,1.�&.Ó�Å
Ç Õ�Ê Ì Ï ÈC# � & Ø

��� ������� � �� � Ç È�Ô Ï Ñ�Å Ò�Ê Ä�ÅKÆ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð ÅjÑ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ�Ç Ë � ��Ì Í�É�â Å �jÌ È�Ñ�Æ Ä�Ì È�ä�Å
Ç È�â Ö8Ê Ä�Å�Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â�Ï È Ð�Ç â Î�Ê Ï Ç ÈIÏ È

[a, 1]
Ì ÔjË Ç â â Ç Ó�Ô ã

aa = 1, ca = d, da = c,

1a = a.
ÃZÄ�Å È.Ê Ä�ÅjÆ Ç Ò Ò Å Ô ÉåÇ È�Ñ�Ï È�ä�Ê Ì Õ�â ÅjÇ Ë$Ê Ä�ÅKÑ�Å Ò Ï Ð�Å Ñ.Ç ÉåÅ Ò Ì Ê Ï Ç È.Ó�Ï â âåÕåÅ

◦
Ì Õ Æ Ñ �

Ì � Ñ � � �
Õ Ñ � � � �
Æ Ñ Ñ � Ñ �
Ñ Æ Æ Æ � �
� Ì Õ Æ Ñ �
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� È�ÅKÆ Ì È.Å Ì Ô Ï â Ö�Æ Ä�Å Æ Ú�Ê Ä�Å!Ï Ñ�Å È Ê Ï Ê Ö8# � &�Ì È�Ñ�Ä�Å È�Æ Å!Ê Ä�Ï Ô�Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ�Ï Ô�Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â â ÖÆ Ç Í�É�â Å Í�Å È Ê Å Ñ	Ø
� ÈIÊ Ä�Å.Æ Ç È Ê Ò Ì Ò Ö �!Ê Ä�Ì Ê�Ç Ë � ��Ì Í�É�â Å �.Ï Ô�È�Ç Ê�Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì â â ÖÛÆ Ç Í�É�â Å Í�Å È Ê Å Ñ

Ô Ï È�Æ ÅjÅ Ø ä�Ø
((c ◦ a) ◦ a) ◦ (c ◦ a) = c ◦ c = 1 6= c = c ◦ a.

� Æ Å Ò Ê Ì Ï È8È�Ç È�� Ì Ô Ô Ç�Æ Ï Ì Ê Ï Ð�Å�ä�Å È�Å Ò Ì â Ï � Ì Ê Ï Ç ÈIÇ Ë � Ø � Ø � Ä�Ì È�ä�� Ô ��� � Ì â ä�Å Õ�Ò ÌÓ�Ì Ô�Ï È Ê Ò Ç�Ñ�Î�Æ Å Ñ Ï ÈBÞ à áKÎ�È�Ñ�Å Ò�Ê Ä�Å.È�Ì Í�Å

 ��� � Ì â ä Å Õ�Ò Ì�Ø �8Å.Ò Å Æ Ì â âKÊ Ä�Ì Ê�Ì È
Ì â ä Å Õ�Ò Ì

M = (M ;⊕,¬, 0)
Ï Ô�Ì È	��

� 2 ë � * î # ð ë.Ï ËjÏ Ê�Ô Ì Ê Ï Ô ñ�Å Ô�Ê Ä�Å.Ë Ç â â Ç Ó�Ï È�äÔ Å Ð Å È�Ì ��Ï Ç Í�Ô�Ó�Ä�Å Ò Å

1 = ¬0 :

# 
�� &
x ⊕ y = y ⊕ x �

# 
!à &
x ⊕ 0 = x �

# 
�- &
¬¬x = x �

# 
1.�&
x ⊕ 1 = 1 �

# 
 � &
¬(¬x ⊕ y) ⊕ y = ¬(¬y ⊕ x) ⊕ x �

# 
 � &
¬x ⊕ (¬(¬(¬(¬x ⊕ y) ⊕ y) ⊕ z) ⊕ z) = 1 �

# 
�� &
¬x ⊕ (x ⊕ y) = 1

Ø

�3Å�Æ Ì È�Ô Ä�Ç ÓCÊ Ä�Ì Ê � Î�È�Ñ�Å ÒZÌ È�Ì Ñ�Ñ�Ï Ê Ï Ç È�Ì â�Æ Ç È�Ñ�Ï Ê Ï Ç È���ÌKÔ Å Æ Ê Ï Ç È�Ç Ë	ÌKÆ Ç Í�ÍjÎ�Ê Ì Ê Ï Ð Å
Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ�Ó�Ï Ê Ä.Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ì âåÏ È Ð�Ç â Î�Ê Ï Ç È�Ô!Æ Ì È�ÕåÅ Æ Ç Í�ÅKÌ È 
 ��� � Ì â ä�Å Õ�Ò Ì�Ø

����� ��� � ���� �!åî ê
A = (A; ◦, 1) # îKë d 2 ì è � � ì æ ë ê ì ç �.ë � *�î # ð ë $ � (
( ç ð � ç è�î b ∈ Aì ê���ç � ï �

x ◦ (y ◦ b) = y ◦ (x ◦ b)
( ç ðjë � �

x, y ∈ [b, 1]

ê ��î ��( ç ð
x⊕ y = (x ◦ b) ◦ x, ¬x = x ◦ b

�Zî ��ë í îjê ��ë ê
B = ([b, 1];⊕,¬, b)

ì �Kë �
��

� 2 ë � * î # ð ë $

Proof.
� ËjÆ Ç Î�Ò Ô Å �

¬b = b ◦ b = 1
Ì È�Ñ

(x ◦ b) ◦ b = x t b = x
Ï ÈÛÊ Ä�Å

Ï È�Ñ�Î�Æ Å Ñ�Ñ�Ï Ò Å Æ Ê Ç Ï Ñ�Ê Ä Î�Ôj# 
!à�& �å# 
�- &ZÌ Ò Å!Å Ð�Ï Ñ�Å È Ê Ø ��Î�Ò Ê Ä�Å Ò �
x⊕ y = (x ◦ b) ◦ y =

(x ◦ b) ◦ ((y ◦ b) ◦ b) = (y ◦ b) ◦ ((x ◦ b) ◦ b) = (y ◦ b) ◦ x = y ⊕ x
É�Ò Ç Ð�Ï È�ä�# 
�� & Ø

��Ç Ò]# 
1.�&ZÓ�ÅKÆ Ç Í]É�Î�Ê Å
x ⊕ 1 = (x ◦ b) ◦ 1 = 1.��Î�Ò Ê Ä�Å Ò ��Ó�Å!Ä�Ì Ð Å
¬x⊕ y = ((x ◦ b) ◦ b) ◦ y = x ◦ y

Ê Ä Î�Ô
¬(¬x⊕ y) ⊕ y =

(x ◦ y) ◦ y = (y ◦ x) ◦ x = ¬(¬y ⊕ x) ⊕ x
É�Ò Ç Ð�Ï È�ä3# 
 ��& Ø
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ÃZÄ�ÅKÈ�Å ��Ê!Æ Ç È�Ñ�Ï Ê Ï Ç ÈC# 
 ��&ZÏ Ô�Ì È.Å Ì Ô Ö�Æ Ç È�Ô Å � Î�Å È�Æ ÅKÇ Ë�# ,�- & ã

¬x ⊕ (¬(¬(¬(¬x ⊕ y) ⊕ y) ⊕ z) ⊕ z) = x ◦ ((((x ◦ y) ◦ y) ◦ z) ◦ z) = 1.

� Ê�Ò Å Í�Ì Ï È�Ô�Ê Ç]É�Ò Ç Ð�Å�# 
�� & Ø � É�É�â Ö�Ï È�ä /åÅ Í]Í�Ì�à]Ó�ÅKÆ Ç È�Æ â Î�Ñ�Å

¬x ⊕ (x ⊕ y) = x ◦ (x ⊕ y) = x ◦ (y ⊕ x) = x ◦ ((x ◦ b) ◦ x) = 1.

��� ������� � �
 � È�Å�Æ Ì È8Å Ì Ô Ï â Ö3Ô Å Å]Ê Ä�Ì ÊjÊ Ä�Å�Ô Å Æ Ê Ï Ç È
[b, 1]

Ç Ë
A
Ï È � ��Ì Í�É�â Å �

Æ Ì È�ÕåÅ!Æ Ç È�Ð Å Ò Ê Å Ñ�Ï È�Ê Ç�
 ��� � Ì â ä�Å Õ�Ò Ì]Ì Ô�Ô Ä�Ç Ó�È�Õ�Ö�Ã�Ä�Å Ç Ò Å Í �jÕ�Î�Ê�Ê Ä�ÅKÔ Å Æ Ê Ï Ç È
[a, 1]

È�Ç Ê�Õ	Å Æ Ì Î�Ô Å

c ◦ (d ◦ a) = c ◦ d = d 6= c = d ◦ c = d ◦ (c ◦ a).

� È�Ê Ä�Å]Æ Ç È�Ê Ò Ì Ò Ö �	Ï È � ��Ì Í]É�â Å]à�Õ	Ç Ê Ä.Ê Ä�ÅjÈ�Ç È�� Ê Ò Ï Ð�Ï Ì â�Ô Å Æ Ê Ï Ç È�Ô
[a, 1]

Ì È�Ñ
[b, 1]Æ Ì È.Õ	ÅKÆ Ç È Ð�Å Ò Ê Å Ñ�Ï È Ê Ç�
 ��� � Ì â ä�Å Õ�Ò Ì Ô Ø

��� � � ��� �
	 ���
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