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Å�Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È;Ç Ë ÎGÌ Ï�ÎGÌ Ð�Ñ Ò�ÎGÌ Ó Ô�Î È Ñ-Ñ Ì Í�É Õ È-É Ï¢Ç Ó Ê Î Ö�Ë Ç£Ç Ï�Ô Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Õ È Ø
Ô�Ç Ñ É Ï�ÊGÖ�Ç Õ ÙÚÇ Ñ0Ó Î Ç È Ñ�Ñ Ì�Û�Æ�Ó Î Ë;Ü Ý Þ ß�Û$à Ç Ï�È-Ü á ÞhÈ Ò�Ì â�Î Ô¡Ò�Ì âãÑ Ò�Î ä£Õ Ì Æ�Ó Ô¡Ö	Î
Ô�Î å�Ï�Î Ô£É ÏÚÆ�Ï�É à�Î Ë È Ç Ó æ Ç Ó Ê�Î Ö�Ë Ç É Õ;Ð Ç È Ò�É Ì ÏEØTÆ�È É Ï�ÊGÑ Ò�Ë Î Î-Ö�É Ï�Ç Ë ä£Ì Í	Î Ë Ç Ñ É Ì Ï�È�Ç Ï�Ô
Ð Ì Æ�Ë�É Ô�Î Ï Ñ É Ñ É Î È ßÚç!Î à�Î Ë Ñ Ò�Î Ó Î È È Ø�Ñ Ò�É È�Ô�Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï£Ô�Ì�Î È�Ï�Ì Ñ�È Î Î ×èÎ Ï Ñ É Ë Î Ó ä¡È Ç Ñ É È æ
Ð Ç Õ Ñ Ì Ë ä�Ð Ì ËhÈ Æ�Õ Ò;Ç�Ð Æ�Ï�Ô�Ç ×�Î Ï Ñ Ç Ó�Ì Ö�é Î Õ ÑcÌ ÐY×�Ç Ñ Ò�Î ×�Ç Ñ É Õ È Ø�È É Ï�Õ ÎhÉ ÑTË Î ê Æ�É Ë Î ÈcÇ Ï
Î ë�Í�Ó É Õ É Ñ�Ó É È Ñ É Ï�Ê;Ì Ð�Ñ Ò�Î�Ð Ì Æ�Ë�Ç Í�Í�Ç Ë Î Ï Ñ Ó ä�Ë Î Ó Ç Ñ Î Ô�É Ô�Î Ï�Ñ É Ñ É Î È ßGì1Ï�Î â�Ô�Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï
É ÈhÍ�Ë Î È Î Ï Ñ Î Ô�É Ï�Ñ Ò�Î�Õ Æ�Ë Ë Î Ï�Ñ�Í�Ç ÍEÎ Ë ØYÆ�È É Ï�Ê-Ò�Î Ñ Î Ë Ì Ê�Î Ï�Î Ì Æ�È�Ç Ó Ê Î Ö�Ë Ç È�Ù�Ï�Ì â�Ï¡Ç È
í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï�õ ß�ùGÉ Ñ Ò-Ñ Ò�É È!Ï�Î â¢Ô�Î å�Ï�É Ñ É Ì ÏEØ�é Æ�È ÑTÑ â�Ì�É Ô�Î Ï Ñ É Ñ É Î ÈcÇ Ë ÎhÏ�Î Î Ô�Î Ô	ú
í�î ï�ð ñ û ø ühühó�ý ô ý ö þ ö ý î�Ç Ï�Ô�í�î ï�ð ñ û ô ÿ	û ð � � ô ý ö þ ö ý î ß
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� Ò�ÎãÌ Ë É Ê É Ï�Ç Ó Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó Ç Ï�Ô Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�Ç Ó Ô�Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï�È�Ì Ð ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È
Ç Ë Î¡Ë Î Õ Ç Ó Ó Î Ô1É Ï���Î Õ Ñ É Ì Ï�á�ß���Î Õ Ñ É Ì Ï�� É Ï�Ñ Ë Ì�Ô�Æ�Õ Î È�Ñ Ò�Î¡Ò�É Ê Ò�Î ËGÓ Î à�Î Ó0Ì Ð-Ç
Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�ÍEØ	Ç�È Ñ Ë Æ�Õ Ñ Æ�Ë ÎcÙ�Ï�Ì â�Ï-Ç È!Ç0ñ ð ��ð � ö ø ÿ	� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ�õ ï�ô û ð ß�
YÇ Ë É Ì Æ�È
Î ë�Ç ×�Í�Ó Î È�Ì ÐhÈ Æ�Õ Ò£È Í�Ç Õ Î È�Ç Ë Î0Ô�É È Õ Æ�È È Î Ô	ß
��ä�Í	Î Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È�Ñ Ò�Î ×�È Î Ó à Î È�Ç Ë Î
Ô�Î å�Ï�Î Ô�É Ï���Î Õ Ñ É Ì Ï���ß���Î Õ Ñ É Ì Ï���Ñ Ò�Î Ï;Î ë�Ò�É Ö�É Ñ ÈTÒ�ä�Í	Î Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�ÈcÎ ×cÖEÌ�Ô�ä�É Ï�Ê
Î Ç Õ ÒÚÌ ÐcÑ Ò�Î�Ñ ä�Í	Î È�Ì ÐTË Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì ÏÚÈ Í�Ç Õ Î0Í�Ë Î È Î Ï�Ñ Î Ô¡É Ï
��Î Õ Ñ É Ì Ï
��ß�� Ï
Í�Ç Ë Ñ É Õ Æ�Ó Ç Ë # � Ë Ì Í	Ì È É Ñ É Ì Ï���ß á & Ø�Î Ç Õ Ò�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í;É ÈTÍ�Ç Ë Ñ�Ì Ð!Ç�Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
â�É Ñ Ò8Ñ Ò�ÎÚÈ ä�×�×�Î Ñ Ë É ÕÚÊ Ë Ì Æ�Í

S3

Ì Ï�Ñ Ò�Ë Î Î È ä�×cÖEÌ Ó È¡Ç ÈGÑ Ò�Î Õ Ì Ë Ë Î È Í	Ì Ï�Ô�É Ï�Ê
Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï à�Î Ë È É Ì Ï£È Í�Ç Õ Î ß�� ÏGÑ Ò�Î0Õ Ì Ï�à Î Ë È Î0Ô�É Ë Î Õ Ñ É Ì ÏEØ���Î Õ Ñ É Ì Ï��-È Ò�Ì â!È�Ñ Ò�Ç Ñ
Î Ç Õ Ò Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í Õ Ì ×�Í�Ë É È Î È Ç8È Î Ñ Î ê Æ�É Í�ÍEÎ Ôãâ�É Ñ Ò Ô�É È é Ì É Ï Ñ È Î Ñ È Ì Ð
×cÆ�Ñ Æ�Ç Ó Ó ä0Õ Ì Ï é Æ�Ê�Ç Ñ ÎTê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í0Ì Í	Î Ë Ç Ñ É Ì Ï�È ß
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ì ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
Q
â�Ç È-å�Ë È Ñ-Æ�Ï�Ô�Î Ë È Ñ Ì�Ì�Ô Ç È-Ç£È Î Ñ;Î ê Æ�É Í�ÍEÎ ÔÚâ�É Ñ Ò¢Ç¡Ö�É Ï�Ç Ë ä

×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì ÏEØ�Ô�Î Ï�Ì Ñ Î ÔhÖ�ä
·
Ì ËY×�Î Ë Î�é Æ�ë�Ñ Ç Í	Ì È É Ñ É Ì ÏEØ�È Æ�Õ Ò�Ñ Ò�Ç ÑYÉ Ï�Ñ Ò�Î�Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï

x · y = z ,

Ù�Ï�Ì â�Ó Î Ô�Ê Î;Ì Ð�Ç Ï�äGÑ â�ÌGÌ Ð
x, y, z

È ÍEÎ Õ É å�Î È�Ñ Ò�Î�Ñ Ò�É Ë Ô¡Æ�Ï�É ê Æ�Î Ó ä ß � Ì;×�Ç Ù�Î-Ç
Ô�É È Ñ É Ï�Õ Ñ É Ì Ï â�É Ñ ÒèÈ Æ�Ö�È Î ê Æ�Î Ï�Ñ¢Õ Ì Ï�Õ Î Í�Ñ È ØÚÉ Ñ¢É È¢Õ Ì Ï à�Î Ï�É Î Ï�Ñ¢Ñ ÌãÔ�Î È Õ Ë É ÖEÎ�Ç
ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í0É Ï0Ñ Ò�É È�Ì Ë É Ê É Ï�Ç Ó$È Î Ï�È ÎTÇ È�Ç�û ø ü$# ö ÿ�ô ý ø ñ ö ô �$ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï

(Q, ·)
ß

% Ì Ë!Î Ç Õ Ò0Î Ó Î ×�Î Ï Ñ
q
Ì Ð$Ç�È Î Ñ

Q
â�É Ñ Ò0ÇhÖ�É Ï�Ç Ë ä�×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì Ï�Ô�Î Ï�Ì Ñ Î Ô�Ö�ä

·Ì ËYé Æ�ë�Ñ Ç ÍEÌ È É Ñ É Ì ÏEØ�Ç � ð & ýYühó � ý ö ï � ö û ô ý ö ø ÿ
LQ(q)

Ì Ë

L(q) : Q → Q;x 7→ qx

Ç Ï�Ô-ñ ö ÷ í�ý�ühó � ý ö ï � ö û ô ý ö ø ÿ
RQ(q)

Ì Ë

R(q) : Q → Q;x 7→ xq

Ç Ë Î�Ì Ö�Ñ Ç É Ï�Î Ô;Ð Ë Ì × Ñ Ò�Î�Ö�É Ï�Ç Ë ä-×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì ÏGÖ ä;Ñ Ò�Î�Í�Ë Ì�Õ Î È ÈhÌ Ð�' (�Æ�Ë Ë ä�É Ï�Ê�Ø )
Ñ Ò�Î�Æ�È Æ�Ç Ó�Ñ Ë É Õ Ù;Ð Ì ËhË Î Ô�Æ�Õ É Ï�Ê-Ç0Ð Æ�Ï�Õ Ñ É Ì ÏGÌ Ð�Ñ â�Ì�Ç Ë Ê Æ�×�Î Ï�Ñ È # É Ï�Ñ Ò�É ÈhÕ Ç È Î�Ñ Ò�Î
×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì Ï & Ñ Ì�Ç�Í�Ç Ë Ç ×�Î Ñ Ë É * Î Ô;Ð Ç ×�É Ó ä-Ì Ð�Ð Æ�Ï�Õ Ñ É Ì Ï�ÈcÌ Ð�Ç0È É Ï�Ê Ó Î�Ç Ë Ê Æ�×�Î Ï�Ñ
# Õ Ì ×hÍ�Ç Ë ÎTÜ � Þ & ß�� Ð

(Q, ·)
É È$Ç!ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�ÍEØ Ñ Ò�Î ÏhÑ Ò�ÎYË É Ê Ò�Ñ�Ç Ï�ÔTÓ Î Ð Ñ$×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì Ï�È

Ç Ë ÎTÖ�É é Î Õ Ñ É Ì Ï�ÈTÌ Ð�Ñ Ò�ÎTÆ�Ï�Ô�Î Ë Ó ä�É Ï�Ê�È Î Ñ
Q
ß�� Ï�Ô�Î Î Ô	Ø�Ñ Ò�ÎTÖ�É é Î Õ Ñ É à�É Ñ ä�Ì Ð

LQ(q)
Ç Ï�Ô

RQ(q)
Ð Ì Ë!Î Ç Õ Ò0Î Ó Î ×�Î Ï�Ñ

q
Ì Ð

Q
É È�Î ê Æ�É à Ç Ó Î Ï�Ñ�â�É Ñ Ò

(Q, ·)
ÖEÎ É Ï�Ê�Ç�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�ÍEß

+ Ï�Ð Ì Ë Ñ Æ�Ï�Ç Ñ Î Ó ä Ø�Ñ Ò�Î0Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç ÓTÔ�Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï¡Ì ÐTÇ-ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�É ÈhÆ�Ï�È Æ�É Ñ æ
Ç Ö�Ó Î�Ð Ì Ë�×�Ì È ÑYÇ Ó Ê�Î Ö�Ë Ç É Õ�Í�Æ�Ë ÍEÌ È Î È ú�ìGÈ Æ�Ë é Î Õ Ñ É à Î�×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É à Î�Ò�Ì ×�Ì ×�Ì Ë Í�Ò�É È ×
f : (Q, ·) → (P, ·)

â�Ò�Ì È Î�Ô�Ì ×�Ç É Ï;É ÈcÇ0Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
(Q, ·)

×�Ç ä
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Ò�Ç à Î�Ç ÏÚÉ ×�Ç Ê Î
(P, ·)

â�Ò�É Õ Ò É È0Ï�Ì Ñ-Ç¡Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í # Õ Ì ×�Í�Ç Ë Î
Ü ��Ø�Û�ë�Ç ×�Í�Ó Î � ß á�ß á�ß Ý Þ Ø$Ð Ì ËcÉ Ï�È Ñ Ç Ï�Õ Î & ß � Ì�Õ É Ë Õ Æ�×cà Î Ï�ÑhÑ Ò�É ÈcÍ�Ë Ì Ö�Ó Î ×�ØYÛ�à Ç Ï�È�Ü á Þ
Ë Î Ô�Î å�Ï�Î ÔÚê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È0Ç È;ð ò ó�ô ý ö ø ÿ	ô �cò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï�õ ØhÈ Î Ñ È

(Q, ·, /, \)
Î ê Æ�É Í�Í	Î Ô

â�É Ñ ÒèÑ Ò�Ë Î Î1Ö�É Ï�Ç Ë ä Ì Í	Î Ë Ç Ñ É Ì Ï�È¢Ì Ð£×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì ÏEØ¢ñ ö ÷ í�ý
	 ö þ ö õ ö ø ÿ
/
Ç Ï�Ô

� ð & ý�	 ö þ ö õ ö ø ÿ
\
Ø�È Ç Ñ É È Ð ä�É Ï�Ê�Ñ Ò�Î!É Ô�Î Ï Ñ É Ñ É Î È ú

(
� �

) x\(x · y) = y;

(
� 


) y = (y · x)/x;

(
���

) x · (x\y) = y;

(
��


) y = (y/x) · x.

ç!Ì Ñ Î!Ñ Ò�Ç Ñ # � � & Ø # � 
 & Ê É à Î!Ñ Ò�Î!Ë Î È ÍEÎ Õ Ñ É à Î!É Ï é Î Õ Ñ É à�É Ñ ä�Ì ÐEÑ Ò�Î!Ó Î Ð Ñ�Ç Ï�Ô�Ë É Ê Ò�Ñ�×cÆ�Ó æ
Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì Ï�È Ø�â�Ò�É Ó Î # ��� & Ø # ��
 & Ê É à�Î0Ñ Ò�Î É Ë�È Æ�Ë é Î Õ Ñ É à�É Ñ ä ß � Ò�Æ�È�Ç Ï£Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�Ç Ó
ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í

(Q, ·, /, \)
ä�É Î Ó Ô�ÈTÇ�Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í

(Q, ·)
ß�(�Ì Ï�à Î Ë È Î Ó ä Ø

ÇhÕ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó$ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
(Q, ·)

ä�É Î Ó Ô�È�Ç Ï�Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�Ç ÓEê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
(Q, ·, /, \)â�É Ñ Ò

x/y = xR(y)−1
Ç Ï�Ô

x\y = yL(x)−1
ß

� Ï0Ç Ï0Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�Ç Ó$ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
(Q, ·, /, \)

Ø	Ñ Ò�Î!Ñ Ò�Ë Î ÎcÎ ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�È
# á�ß Ý &

x1 · x2 = x3 , x3/x2 = x1 , x1\x3 = x2

Ç Ë ÎTÎ ê Æ�É à Ç Ó Î Ï�Ñ ß � Ï�Ñ Ë Ì�Ô�Æ�Õ É Ï�Ê�Ñ Ò�ÎTÌ Í�Í	Ì È É Ñ ÎTÌ Í	Î Ë Ç Ñ É Ì Ï�È

x ◦ y = y · x , x//y = y/x , x\\y = y\x
Ì Ï

Q
Ø�Ñ Ò�ÎTÎ ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�È # á�ß Ý & Ç Ë Î!Ð Æ�Ë Ñ Ò�Î Ë!Î ê Æ�É à Ç Ó Î Ï Ñ!Ñ ÌhÑ Ò�ÎcÎ ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�È

x2 ◦ x1 = x3 , x2//x3 = x1 , x3\\x1 = x2 .
� Ò�Æ�È�Î Ç Õ Ò�Ì Ð
# á�ß á &

(Q, ·), (Q, /), (Q, \), (Q, ◦), (Q, //), (Q, \\)
É È!Ç # Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó & ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�ÍEß�� Ï0Í�Ç Ë Ñ É Õ Æ�Ó Ç Ë Ø�Ï�Ì Ñ ÎTÑ Ò�Ç Ñ!Ñ Ò�ÎTÉ Ô�Î Ï�Ñ É Ñ É Î È # � 
 &
É Ï

(Q, \)
Ç Ï�Ô # � � & É Ï # ÅcØ � & ä�É Î Ó Ô�Ñ Ò�Î!Ë Î È Í	Î Õ Ñ É à�Î!É Ô�Î Ï�Ñ É Ñ É Î È

( � � ) x/(y\x) = y ,

( � 
 ) y = (x/y)\x

É Ï;Ñ Ò�Î�Ö�Ç È É Õ�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í;Ô�É à�É È É Ì Ï�È ß � Ò�Î�È É ë-ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È # á�ß á & Ç Ë Î�Ù�Ï�Ì â�Ï�Ç È
Ñ Ò�Î0û ø ÿ � ó ÷ ô ý ð õ Ø�' Í�Ç Ë Ç È Ñ Ë Ì Í�Ò�Î È )�Ü ��ØEÍEß$� � Þ�Ü � Þ�Ì Ë ' Ô�Î Ë É à�Î Ô-ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È )�Ü � ÞYÌ Ð
(Q, ·)

ß



á � ?	H F�H I�HEJEK!L CED

�	H�� � ��� � �$L @$A�� L A�����Á!� L @$A �  B	Ä �	�

��ä�Í	Î Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È Ø Ç È$Ô�Î å�Ï�Î ÔcÉ Ï���Î Õ Ñ É Ì Ï �!ÖEÎ Ó Ì âcØ Õ Ì Ï�È É È Ñ�Ì Ð�È Ñ Ë Æ�Õ Ñ Æ�Ë Î�Ç Ñ$Ñ Ò�Ë Î Î
Ó Î à�Î Ó È Ø�Ç ×�Ì Æ�Ï�Ñ É Ï�Ê0Ñ Ì0Ç�Ñ â�Ì æ È Ì Ë Ñ Î Ô;Ç Ó Ê�Î Ö�Ë Ç # Õ Ì ×�Í�Ç Ë Î 
!Î ×�Ç Ë Ù�È ��ß á0Ç Ï�Ô ��ß á & ß
� Ò�ÎcÈ Î Õ Ì Ï�Ô # Ò�É Ê Ò�Î Ë æ Ó Î à�Î Ó & È Ì Ë Ñ�É È�Ê É à�Î Ï�É Ï�Ñ Ò�É È�È Î Õ Ñ É Ì Ï0Ç È�Ð Ì Ó Ó Ì â�È ß

	�
 ��
�� � � ��
���� ��� ìãñ ð ��ð � ö ø ÿ"� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿGõ ï�ô û ð
(G, σ, τ)

É È�Ç-È Î Ñ
G
Î ê Æ�É Í�Í	Î Ô

â�É Ñ Ò0Ñ â�ÌhÉ Ï à�Ì Ó Æ�Ñ É à ÎcÇ Õ Ñ É Ì Ï�È Ø�Ç�ñ ð ��ð � ö ø ÿ

# ��ß Ý &
σ : G → G; g 7→ σg

Ç Ï�Ô0Ç Ï;ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ

# ��ß á &
τ : G → G; g 7→ τg .

� Ò�ÎTÉ Ï�à Ì Ó Æ�Ñ É à�É Ñ ä0Ì Ð$Ñ Ò�ÎTÇ Õ Ñ É Ì Ï�È�×�Î Ç Ï�È�Ñ Ò�Ç Ñ

σσg = g
Ç Ï�Ô

ττg = g

Ð Ì Ë!Î Ç Õ Ò0Í	Ì É Ï�Ñ
g
Ì Ð$Ñ Ò�Î!Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì Ï�È Í�Ç Õ Î ß

��
 ����� �����  �� �EÎ Ñ
H
Ö	ÎcÑ Ò�ÎcÐ Ë Î ÎcÍ�Ë Ì�Ô�Æ�Õ ÑcÌ ÐYÑ â�Ì�Õ Ì Í�É Î È

〈σ〉
Ç Ï�Ô

〈τ〉
Ì ÐYÑ Ò�Î

Ê Ë Ì Æ�Í-Ì ÐYÌ Ë Ô�Î Ë!Ñ â�Ì�ß � Ò�ÎcÆ�Ï�Ô�Î Ë Ó ä�É Ï�Ê�È Î ÑTÌ Ð�Ñ Ò�É È!Ê Ë Ì Æ�Í�É È�Ñ Ò�ÎcÈ Î ÑTÌ Ð # Í	Ì È È É Ö�Ó ä
Î ×hÍ�Ñ ä & â�Ì Ë Ô�ÈYÉ Ï�Ñ Ò�Î�Ñ â�Ì æ Ó Î Ñ Ñ Î Ë!Ç Ó Í�Ò�Ç ÖEÎ Ñ

{σ, τ}
Ò�Ç à�É Ï�ÊhÏ�ÌcÕ Ì Ï�È Î Õ Æ�Ñ É à�Î�Ó Î Ñ Ñ Î Ë È

Ë Î ÍEÎ Ç Ñ Î Ô	ß � Ò�ÎhÍ�Ë Ì�Ô�Æ�Õ ÑcÉ ÈTÊ É à Î Ï-Ö�ä�Ñ Ò�ÎTé Æ�ë�Ñ Ç ÍEÌ È É Ñ É Ì Ï;Ì ÐYâ�Ì Ë Ô�È Ø$Ð Ì Ó Ó Ì â�Î Ô-Ö ä
Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É Ì Ï Ì ÐcË Î Í	Î Ç Ñ Î Ô¡Í�Ç É Ë È�Ì ÐcÓ Î Ñ Ñ Î Ë È ß % Ì Ë0Î ë�Ç ×�Í�Ó Î Ø

τσ · στστ = στ
ß

� Ï�à Î Ë È É Ì Ï¡É Ï¡Ñ Ò�Î0Ê Ë Ì Æ�ÍGé Æ�È Ñ�Ë Î à Î Ë È Î È�Ñ Ò�Î0â�Ì Ë Ô�È Ø!Ð Ì Ë�Î ë�Ç ×hÍ�Ó Î
(στστ)−1 =

τστσ
ßGì1Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì Ï¡È Í�Ç Õ Î

(G, σ, τ)
Ç ÈhÉ Ï � Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï���ß Ý�×�Ç ä�Ñ Ò�Î ÏÖ	Î!É Ï Ñ Î Ë Í�Ë Î Ñ Î Ô�Ç È�ÇcÓ Î Ð Ñ

H
æ È Î Ñ�â�É Ñ Ò0Ç Õ Ñ É Ì Ï�È!È Í	Î Õ É å�Î Ô�Ö ä # ��ß Ý & Ç Ï�Ô # ��ß á & ß � Ñ�É È

Ï�Î à Î Ë Ñ Ò�Î Ó Î È È�É ×�Í	Ì Ë Ñ Ç Ï�Ñ�Ñ Ì!Ï�Ì Ñ Î�Ñ Ò�Ç Ñ$Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì Ï�È Í�Ç Õ Î È�Ç Ë ÎYË É Õ Ò�Î Ë�Ñ Ò�Ç Ï
H
æ È Î Ñ È Ø�È É Ï�Õ Î�Ñ Ò�Î É Ë!È Ñ Ë Æ�Õ Ñ Æ�Ë Î!É Ï�Õ Ó Æ�Ô�Î È�Ñ Ò�ÎTÕ Ò�Ì É Õ ÎTÌ ÐEÑ Ò�ÎTÈ Í	Î Õ É å�Õ�É Ï à�Ì Ó Æ�Ñ É Ì Ï�È

σÇ Ï�Ô
τ
ß
� Ò�ÎYË Î ×�Ç É Ï�Ô�Î Ë�Ì Ð�Ñ Ò�Î�È Î Õ Ñ É Ì ÏhÍ�Ë Î È Î Ï�Ñ È�È Ì ×�Î�Ñ ä�Í�É Õ Ç Ó�Î ë�Ç ×�Í�Ó Î È�Ì Ð�Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ

É Ï�à Î Ë È É Ì ÏhÈ Í�Ç Õ Î È	Ñ Ò�Ç Ñ$×�Ç äTÐ Ì Ë ×£Í�Ç Ë Ñ$Ì Ð�Ç�Ò�ä�Í	Î Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�ÍhÈ Ñ Ë Æ�Õ Ñ Æ�Ë Î ß � Ò�Î�å�Ë È Ñ
Î ë�Ç ×�Í�Ó ÎcÈ Î Ë à�Î È�Ñ Ìc×�Ì Ñ É à Ç Ñ Î!Ñ Ò�Î!Ñ Î Ë ×�É Ï�Ì Ó Ì Ê ä0Ì Ð � Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï ��ß Ý ß

!#"�����$�% 
&��� ��� �EÎ Ñ
F
Ö	Î�Ç�å�Î Ó Ô	ß �EÎ Ñ

G
Ö	ÎhÑ Ò�Î�Õ Ì ×�Í�Ó Î ×�Î Ï Ñ

F r {0, 1}
Ì Ð

Ñ Ò�ÎcÈ Î Ñ
{0, 1}

É Ï
F
ß � Î å�Ï�Î

σ : G → G; g 7→ 1 − g
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Ç Ï�Ô
τ : G → G; g 7→ g−1 .

� Ò�Î Ï
(G, σ, τ)

Ð Ì Ë ×�È�Ç;Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì Ï È Í�Ç Õ Î ß1ç!Ì Ñ Î�Ñ Ò�Ç Ñ�Ñ Ò�Î�Ç Ö�È Ñ Ë Ç Õ Ñ
É Ï�à Î Ë È É Ì Ï

τ
É È�Ç-Ó É Ñ Î Ë Ç Ó!É Ï à�Î Ë È É Ì Ï¡É ÏGÑ Ò�É È�Õ Ç È Î ß
� Ð

F
É È�Ñ Ò�Î0å�Î Ó Ô¡Ì ÐTË Î Ç ÓTÌ Ë

Õ Ì ×�Í�Ó Î ëGÏ Æ�×cÖEÎ Ë È Ø�Ñ Ò�Î ÏGÑ Ò�Î0Ç Ö�È Ñ Ë Ç Õ Ñ�Ë Î ��Î ë�É Ì Ï
σ
É È�Ó É Ñ Î Ë Ç Ó!Ë Î ��Î ë�É Ì Ï¡É Ï¡Ñ Ò�Î

Í	Ì É Ï�Ñ
1/2
ß

!#"�����$�% 
&��� ��� �EÎ Ñ
G
Ö	Î�Ç0Ê Ë Ì Æ�ÍGÕ Ì Ï�Ñ Ç É Ï�É Ï�Ê-Ñ â�Ì-Î Ó Î ×�Î Ï Ñ È

σ
Ç Ï�Ô

τ
â�É Ñ Ò

σ2 = τ2 = 1
ß � Ò�Î Ï

G
Ð Ì Ë ×�È$Ç�Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï à�Î Ë È É Ì Ï�È Í�Ç Õ Î�É Ïcâ�Ò�É Õ ÒhÑ Ò�ÎYË Î ��Î Õ Ñ É Ì Ï

Ç Ï�Ô�É Ï�à Î Ë È É Ì Ï�Ç Ë Î!Ñ Ò�Î!Ë Î È ÍEÎ Õ Ñ É à ÎTÓ Î Ð Ñ�×cÆ�Ó Ñ É Í�Ó É Õ Ç Ñ É Ì Ï�È!Ö ä
σ
Ç Ï�Ô

τ
ß

!#"�����$�% 
&��� ��� �EÎ Ñ
C/2πiZ

Ô�Î Ï�Ì Ñ Î!Ñ Ò�Î!ê Æ�Ì Ñ É Î Ï Ñ!Ì ÐEÑ Ò�Î!È Î Ñ�Ì Ð$Õ Ì ×�Í�Ó Î ë�Ï Æ�×�æ
Ö	Î Ë È�Ö ä�Ñ Ò�ÎcÎ ê Æ�É à Ç Ó Î Ï�Õ Î!Ë Î Ó Ç Ñ É Ì Ï

{(z, z′) ∈ C
2 | z − z′ ∈ 2πiZ}.

� Ñ�É È�Ç Ó È ÌTÕ Ì Ï�à Î Ï�É Î Ï ÑYÑ Ì!É Ô�Î Ï�Ñ É Ð ä�Î Ç Õ Ò�Î ê Æ�É à Ç Ó Î Ï�Õ Î�Õ Ó Ç È È�É Ï�Ñ Ò�Î�È Î Ñ
C/2πiZ

â�É Ñ Ò
É Ñ È�Æ�Ï�É ê Æ�Î!Ë Î Í�Ë Î È Î Ï Ñ Ç Ñ É à�ÎcÎ Ó Î ×�Î Ï�Ñ�É Ï�Ñ Ò�ÎTÐ Æ�Ï�Ô�Ç ×�Î Ï Ñ Ç Ó�Ô�Ì ×�Ç É Ï

{x + iy ∈ C | x ∈ R, y ∈ [ 0, 2π) ⊂ R} .

�EÎ Ñ
G = (C/2πiZ)2

ß # � Ì Í	Ì Ó Ì Ê É Õ Ç Ó Ó ä ØEÑ Ò�É È!È Í�Ç Õ ÎTÉ È�Ñ Ò�ÎTÍ�Ë Ì�Ô�Æ�Õ Ñ
T 2 × R2

Ì Ð�Ç
Ñ Ì Ë Æ�È�â�É Ñ Ò�ÇcÍ�Ó Ç Ï�Î ß & � Î å�Ï�Î

σ : G → G; (a, b) 7→ (b, a)

Ç Ï�Ô
τ : G → G; (a, b) 7→ (iπ + a − b,−b) .

� Ò�Î Ï
G
Ð Ì Ë ×�È�ÇhË Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì Ï�È Í�Ç Õ Î ß

!#"�����$�% 
&��� ��� �EÎ Ñ
n
Ö	ÎTÇ Ï0Î à�Î Ï�Ï�Æ�×cÖ	Î Ë Ø�Ç Ï�Ô�Ó Î Ñ

G = (Z/nZ)2
ß � Î å�Ï�Î

σ : G → G; (a, b) 7→ (b, a)

Ç Ï�Ô
τ : G → G; (a, b) 7→

(
a − b + n/2,−b

)
.

� Ò�Î Ï
G
Ð Ì Ë ×�È�ÇhË Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì Ï�È Í�Ç Õ Î ß
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!#"�����$�% 
&��� ��� �EÎ Ñ
A
Ö	ÎTÇ Ï0Ç Ö	Î Ó É Ç Ï�Ê Ë Ì Æ�ÍEØ�Ç Ï�Ô�Ó Î Ñ

G = A2
ß � Î å�Ï�Î

σ : G → G; (a, b) 7→ (b, a)

Ç Ï�Ô
τ : G → G; (a, b) 7→

(
a − b,−b

)
.

� Ò�Î Ï
G
Ð Ì Ë ×�È�Ç!Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï à�Î Ë È É Ì Ï�È Í�Ç Õ ÎYÉ Ïhâ�Ò�É Õ Ò�Ñ Ò�ÎYË Î ��Î ë�É Ì Ï�Ç Ï�ÔhÉ Ï�à Î Ë È É Ì Ï

Ç Ë Î!Ó É Ï�Î Ç Ë�×�Ç Í�È ß

�EH!I��  ��Á �$Ã	B�� L �$Á�@$Ã! 	�

� Ç È É Ï�Ê¡Ì Ï£Ñ Ò�Î-Õ Ì Ï�Õ Î Í�Ñ�Ì Ð�Ç�Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï à�Î Ë È É Ì Ï È Í�Ç Õ Î ØTÑ Ò�Î;Ô�Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï Ì Ð�Ç
Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í0×�Ç ä�Ï�Ì â£Ö	Î!Ê É à�Î ÏEß

	�
 ��
�� � � ��
 ��� ��� ì1í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï
(Q,G)

É ÈcÇ�Í�Ç É ËhÕ Ì Ï�È É È Ñ É Ï�Ê�Ì Ð�Ç0È Î Ñ
QÇ Ï�Ô0ÇhË Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï à�Î Ë È É Ì Ï�È Í�Ç Õ Î

G
Ø�Ñ Ì Ê Î Ñ Ò�Î Ë�â�É Ñ Ò�ÇhÖ�É Ï�Ç Ë ä�Ì Í	Î Ë Ç Ñ É Ì Ï

Q2 × G → Q; (x, y, g) 7→ xy g

Ì Ð
G
Ì Ï

Q
Ø�È Æ�Õ Ò0Ñ Ò�Ç Ñ�Ñ Ò�Îcí�î ï�ð ñ û ø ühühó�ý ô ý ö þ ð � ô �

# ��ß Ý &
xy σg = yx g

Ç Ï�Ô�Ñ Ò�Îhí�î ï�ð ñ û ô ÿ	û ð � � ô ý ö ø ÿ � ô �

# ��ß á &
x (xy g ) τg = y

Ç Ë ÎTÈ Ç Ñ É È å�Î Ô�Ð Ì Ë�Ç Ó Ó
x
Ø
y
É Ï

Q
Ç Ï�Ô

g
É Ï

G
ß

��
 ����� � ���  �� ì Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í¢×�Ç ä ÖEÎ�É Ï�Ñ Î Ë Í�Ë Î Ñ Î Ô¢Ç È;Ç£Ñ â�Ì æ È Ì Ë Ñ Î Ô
Ç Ó Ê Î Ö�Ë Ç

(Q,G)
ß��!Î Ë Î

G
É È�Ç�Ó Î Ð Ñ

H
æ È Î Ñ!Ç Õ Õ Ì Ë Ô�É Ï�Ê�Ñ Ì 
�Î ×�Ç Ë Ù ��ß á�ß � Ò�ÎcÈ Î Ñ

GÑ Ò�Î Ï�Ç Õ Ñ È�Ì Ï
Q
Ç È�É Ï � Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï ��ß Ý ß

��
 ����� � ��� ����� Ò�Î�Í�Ë Î å�ë$' Ò ä�ÍEÎ Ë æ )�É Ï � Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï���ß Ý!Ë Î ��Î Õ Ñ È�Ñ Ò�Î!È Æ�Ö�È Ñ É Ñ Æ�Ñ É Ì ÏÌ Ð$à Ç Ë É Ç Ö�Ó Î È�Ç Ñ�ÖEÌ Ñ Ò�Ó Î à Î Ó È�É Ï # ��ß Ý & Ç Ï�Ô # ��ß á & Ø�Õ Ì ×hÍ�Ç Ë Ç Ö�Ó ÎTÑ ÌhÑ Ò�ÎTÈ Æ�Ö�È Ñ É Ñ Æ�Ñ É Ì Ï
Ç Ñ�ÖEÌ Ñ Ò�Ñ Ò�ÎcÇ Ë Ê Æ�×�Î Ï ÑTÇ Ï�Ô�Ñ Ò�ÎcÌ ÍEÎ Ë Ç Ñ Ì Ë�Ó Î à�Î ÓEÉ Ï�Ò�ä�Í	Î Ë É Ô�Î Ï�Ñ É Ñ É Î ÈcÜ � Þ ß
��ä�Í	Î Ë Õ Ì ×�×cÆ�Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä�É ÈYÈ Ñ Ë Ç É Ê Ò�Ñ Ð Ì Ë â�Ç Ë Ô	ß � Ò�Î�×�Î Ç Ï�É Ï�ÊhÌ Ð	Ò�ä�Í	Î Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä
É È�Ê É à�Î Ï�Ö�ä�Ñ Ò�Î!Ð Ì Ó Ó Ì â�É Ï�Ê�ß
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� � ��$���� � � � ��
 ��� ����� ð ý
(Q,G)

# ð�ô�í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï��	�Eø ñhð ô û í�ð � ð ü�ð ÿ�ý
g
ø &

G 
 	 ð �Yÿ�ð
# ��ß � &

ĝ : Q2 → Q2; (x, y) 7→ (x, xy g) .

� í�ð ÿ�ö ÿ�ý í�ð�ü�ø ÿ	ø ö 	�ø &�ô � ��õ ð � & � ü�ô ï�õ0ø ÿ
Q2 
 ý í�ð�ð � ð ü�ð ÿ�ý

τ̂ g
ö õ�ý í�ð�ö ÿ�þ ð ñ õ ð

ø &
ĝ
�

Proof.
% Ì Ë

x
Ø
y
É Ï

Q
Ø�Ì Ï�Î!Ò�Ç È

(x, y)
ĝ
7→ (x, xy g)

τ̂ g
7→

(
x, x (xy g ) τg

)
= (x, y)

â�É Ñ Ò�Ñ Ò�Î�Î ê Æ�Ç Ó É Ñ ähÒ�Ì Ó Ô�É Ï�ÊcÔ�É Ë Î Õ Ñ Ó ähÖ äcÑ Ò�ÎYÒ�ä�Í	Î Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä # ��ß á & ß � É ×�É Ó Ç Ë Ó ä Ø
Ì Ï�ÎTÒ�Ç È

(x, y)
τ̂ g
7→ (x, xy τg)

ĝ
7→

(
x, x (xy τg ) g

)
= (x, y) ,

Ñ Ò�ÎTÎ ê Æ�Ç Ó É Ñ ä�Ò�Î Ë Î!Ë Î È Æ�Ó Ñ É Ï�Ê�Ð Ë Ì ×¢Ñ Ò�Î!Ò�ä�Í	Î Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É Ì Ï-Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï # ��ß á & â�É Ñ Ò
gË Î Í�Ó Ç Õ Î Ô�Ö�ä

τg
ß � Ò Æ�È

τ̂ g
É È�É Ï�Ô�Î Î Ô�Ñ Ò�Î!É Ï à�Î Ë È ÎcÌ Ð

ĝ
ß


	H��T@$A!� CEÁ�ÃEÄ�CEL @$A!�
% Ì ËhÎ Ç Õ ÒGÌ Ð�Ñ Ò�Î�Î ë�Ç ×�Í�Ó Î ÈhÌ Ð�Ç�Ë Î ��Î ë�É Ì Ï�æ É Ï�à Î Ë È É Ì ÏGÈ Í�Ç Õ Î�Ê É à Î Ï;É Ï ��Î Õ Ñ É Ì Ï���Ø
Ì Ï�ÎcÌ Ö�Ñ Ç É Ï�È�Õ Ì Ë Ë Î È Í	Ì Ï�Ô�É Ï�Ê�Õ Ì Ï�È Ñ Ë Æ�Õ Ñ É Ì Ï�È�Ì Ð$Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È ß
� � ��$���� � � � ��
 ��� ����� ð ý

Q
# ð�ô-þ ð û ý ø ñ�õ ï�ô û ð�ø þ ð ñ0ô��Yð � 	

F
� � ð ý

G
# ð0ý í�ð

ñ ð ��ð � ö ø ÿ	� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ�õ ï�ô û ð�ø &�� � ô ü!ï � ð ��ß ��ß � í�ð ÿ;ô�í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï;õ ý ñ ó�û ý ó�ñ ð
(Q,G)

ö õ 	 ð �Yÿ�ð 	 # î�ý í�ðhô û ý ö ø ÿ

xy g = x(1 − g) + yg
& ø ñ

x 
 y ö ÿ Q
ô ÿ 	

g
ö ÿ

G
�

Proof.
� Ò�ÎhÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ì ×h×cÆ�Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä;Ç Ï�Ô�Ò ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä�×�Ç ä�ÖEÎcà�Î Ë É å�Î Ô

Ô�É Ë Î Õ Ñ Ó ä ß (�Î Ë Ñ Ç É Ï�Ó ä0Ì Ï�ÎTÒ�Ç È

xy σg = x
(
1 − (1 − g)

)
+ y(1 − g) = y(1 − g) + xg = yx g ,

Ñ Ò�ÎTÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ì ×h×cÆ�Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä ß � Ò�Î Ï

x (xy g ) τg = x(1 − g−1) +
(
x(1 − g) + yg

)
g−1

= x(1 − g−1) + x(g−1 − 1) + y = y ,

Ç È�Ë Î ê Æ�É Ë Î Ô�Ð Ì Ë�Ñ Ò�Î!Ò�ä�Í	Î Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä ß
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� � ��$���� � � � ��
 ���  �� � ð ý
(Q, ·, /, \)

# ðhô ÿ-ð ò ó�ô ý ö ø ÿ	ô ��ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï 
 ô ÿ 	 � ð ý
G
# ð

ý í�ðcõ î ühü�ð ý ñ ö ûT÷ ñ ø ó ï
S3

ø ÿ-ý í�ðhý í�ñ ð ð � ð � ð ü�ð ÿ�ý�õ ð ý
{1, 2, 3}

��� ÿ�ý ð ñ ï�ñ ð ý
G
ô õhô

ñ ð ��ð � ö ø ÿ	� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ-õ ï�ô û ð�ô û û ø ñ 	 ö ÿ�÷0ý ø � � ô ü!ï � ð ��ß � 
 ��ö ý í�ñ ð ��ð � ö ø ÿ σ = (12)ô ÿ 	�ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ
τ = (23)

� � í�ð ÿ
(Q,G)

# ð û ø ü�ð õ�ô�í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ïGó�ÿ 	 ð ñhý í�ð
ø ï�ð ñ ô ý ö ø ÿ�õ

xy 1 = x · y , xy στσ = x/y , xy τ = x\y ,

xy σ = y · x , xy τσ = y/x , xy στ = y\x .

Proof.
� Ò�ÎcÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ì ×h×cÆ�Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä�É È�É ×h×�Î Ô�É Ç Ñ ÎhÐ Ë Ì ×�Ñ Ò�ÎcÔ�Î å�Ï�É Ñ É Ì Ï�È Ø	â�Ò�É Ó Î

Ñ Ò�Î!Ò ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä�Ë Î È Æ�Ó Ñ ÈYÐ Ë Ì ×¢Ñ Ò�Î!É Ô�Î Ï�Ñ É Ñ É Î È # � � & Ç Ï�Ô # � 
 & Ð Ì Ë ��� � Ø
��Ø � ß � Í	Î Õ É å�Õ Ç Ó Ó ä Ø�Ñ Ò�Î È Î!É Ô�Î Ï Ñ É Ñ É Î È�Ñ Ç Ù�Î!Ñ Ò�Î!Ð Ì Ó Ó Ì â�É Ï�Ê�Ð Ì Ë ×0ú

(IL) : y = x (xy 1) τ

(SL) : y = x (xy τ) 1

(IR) : y = x (xy σ) τσ

(SR) : y = x (xy τσ)σ

(DL) : y = x (xy στ) τστ

(DL) : y = x (xy τστ)στ

# Ë Î Õ Ç Ó Ó É Ï�ÊTÑ Ò�Î�Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï
στσ = τστ

É Ï
S3

& ß � Ò Æ�È�Ñ Ò�Î�Ò ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä # ��ß á &
É È�Î ë�Í�Ó É Õ É Ñ Ó ä�à�Î Ë É å�Î Ô�Ð Ì Ë!Î Ç Õ Ò0Ì Ð$Ñ Ò�ÎcÈ É ë�Î Ó Î ×�Î Ï Ñ È

g
Ì Ð

G
ß

� � ��$���� � � � ��
 ��� ��� � ð ý
Q
# ðGôÚû ø ü!ï � ð �£þ ð û ý ø ñ�õ ï�ô û ð 
 ô ÿ 	 � ð ý

G
# ðGý í�ð

ñ ð ��ð � ö ø ÿ	� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ�õ ï�ô û ð�ø &�� � ô ü!ï � ð ��ß � � � í�ð ÿ;ô�í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï;õ ý ñ ó�û ý ó�ñ ð
(Q,G)

ö õ 	 ð �Yÿ�ð 	 # î�ý í�ðhô û ý ö ø ÿ
# ��ß Ý &

xy (a, b) = xea + yeb

& ø ñ
x 
 y ö ÿ Q

ô ÿ 	
(a, b)

ö ÿ
G
�

Proof.
� Ò�Î!Ò�ä�Í	Î Ë Õ Ì ×�×cÆ�Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä0É È�É ×h×�Î Ô�É Ç Ñ Î Ø�â�Ò�É Ó Î

x
(
xy (a, b)

)
τ(a, b) = xeiπ+a−b + (xea + yeb)e−b

= −xea−b + xea−b + y = y
Ê É à Î È�Ñ Ò�ÎTÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä ß
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� Ò�Î�Ñ â�Ì0Ë Î ×�Ç É Ï�É Ï�Ê;Õ Ì Ï�È Ñ Ë Æ�Õ Ñ É Ì Ï�ÈhÌ �	Î Ë�Ô�É È Õ Ë Î Ñ Î�à�Î Ë È É Ì Ï�È�Ì Ð � Ë Ì Í	Ì È É Ñ É Ì Ï ��ß �
�
Ï�Ì Ñ Î-Ñ Ò�Î-Ð Ì Ë ×�Ç ÓhÈ É ×�É Ó Ç Ë É Ñ ä£ÖEÎ Ñ â�Î Î ÏÚÑ Ò�Î-Õ Ì Ë Ë Î È Í	Ì Ï�Ô�É Ï�Ê¡Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í

Ç Õ Ñ É Ì Ï�È # ��ß Ý & Ø # ��ß á & Ç Ï�Ô # ��ß � & ß

� � ��$���� � � � ��
 ��� ��� � ð ý
R
# ð�ô-ó�ÿ�ö ý ô ��ñ ö ÿ�÷ � �Eø ñ0ô ÿ£ð þ ð ÿ¡ÿ�ó�ü$# ð ñ

n 
 � ð ý
e# ð�ô�ñ ø ø ý!ö ÿ

R
ø &hý í�ðTï�ø � î ÿ�ø ühö ô �

Xn/2 + 1
� � ð ý

Q
# ð�ô�ó�ÿ�ö ý ô ��ñ ö ÷ í�ý�ü�ø 	 ó � ð

ø þ ð ñ
R 
 ô ÿ 	 � ð ý

G
# ð�ý í�ð�ñ ð ��ð � ö ø ÿ	� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ-õ ï�ô û ð�ø &	����ô ü!ï � ð ��ß ��ß � í�ð ÿ;ô

í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï-õ ý ñ ó�û ý ó�ñ ð
(Q,G)

ö õ 	 ð ��ÿ	ð 	�# î�ý í�ðhô û ý ö ø ÿ

# ��ß á &
xy (a, b) = xea + yeb

& ø ñ
x 
 y ö ÿ Q

ô ÿ 	
(a, b)

ö ÿ
G
�

Proof.
� É Ï�Õ Î

en = 1
Ø�Ñ Ò�ÎTÇ Õ Ñ É Ì Ï # ��ß á & É ÈYâ�Î Ó Ó æ Ô�Î å�Ï�Î Ô	ß � Ò�Î!Ò ä�ÍEÎ Ë Õ Ì ×h×cÆ�Ñ Ç æ

Ñ É à�É Ñ ä�É È�Õ Ó Î Ç Ë Ø�â�Ò�É Ó Î

x
(
xy (a, b)

)
τ(a, b) = xea−b+n/2 + (xea + yeb)e−b

= −xea−b + xea−b + y = y

Ê É à Î È�Ñ Ò�ÎTÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä ß

� � ��$���� � � � ��
 ��� ��� � ð ý
e
# ð�ô ÿ£ö ÿ�þ ð ñ ý ö # � ð;ð � ð ü�ð ÿ�ý�ø &-ô�ó�ÿ�ö ý ô �Tñ ö ÿ ÷

R
ø &

û í�ô ñ ô û ý ð ñ ö õ ý ö û
2
� � ð ý

Q
# ð0ô�ó�ÿ�ö ý ô �Yñ ö ÷ í�ýTü�ø 	 ó � ð0ø þ ð ñ

R 
 ô ÿ 	 � ð ý
G
# ð�ý í�ð

ñ ð ��ð � ö ø ÿ	� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ�õ ï�ô û ðhø &�� � ô ü!ï � ð���ß � & ø ñcý í�ðhô # ð � ö ô ÿ�÷ ñ ø ó ï
A = Z

� � í�ð ÿ
ôhí�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï�õ ý ñ ó�û ý ó�ñ ð

(Q,G)
ö õ 	 ð ��ÿ	ð 	 # î�ý í�ðhô û ý ö ø ÿ

# ��ß � &
xy (a, b) = xea + yeb

& ø ñ
x 
 y ö ÿ Q

ô ÿ 	
(a, b)

ö ÿ
G
�

Proof.
� É Ï�Õ Î

e
É È$É Ï à�Î Ë Ñ É Ö�Ó Î Ø�Ñ Ò�Î�Ç Õ Ñ É Ì Ï # ��ß � & É È�â�Î Ó Ó æ Ô�Î å�Ï�Î Ô	ß ��ä�Í	Î Ë Õ Ì ×�×cÆ�æ

Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä�É È�É ×h×�Î Ô�É Ç Ñ ÎcÇ È�Æ�È Æ�Ç Ó Ø�â�Ò�É Ó Î

x
(
xy (a, b)

)
τ(a, b) = xea−b + (xea + yeb)e−b

= xea−b + xea−b + y = y

Ê É à Î È�Ñ Ò�ÎTÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä ß
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ì�Õ Õ Ì Ë Ô�É Ï�ÊGÑ Ì � Ë Ì ÍEÌ È É Ñ É Ì Ï
��ß á�ØTÎ Ç Õ ÒÚê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í¡ä�É Î Ó Ô�È0Ç;Ò�ä�Í	Î Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�ÍEß
�!Î Ë Î ØEÉ ÑTÉ ÈTÈ Ò�Ì â�Ï-Ñ Ò�Ç ÑTÑ Ò�ÎhÕ Ì Ï à�Î Ë È ÎhÉ È!Ñ Ë Æ�Î ú ��ä�Í	Î Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È!ä�É Î Ó Ô-Õ Ì ×cÖ�É æ
Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó$Ç Ï�Ô�Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�Ç Ó$ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È ß

����
 ��� 
 � ��� ��� � ð ý
(Q,G)

# ð;ô-í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï�� � í�ð ÿ�& ø ñ�ð ô û í£ð � ð ü�ð ÿ�ý
g
ø &Gý í�ð¡ñ ð ��ð � ö ø ÿ"� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ1õ ï�ô û ð

G 
 ý í�ð ñ ð£ö õ£ô ÿ�ð ò ó�ô ý ö ø ÿ	ô ��ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï
(Q,σg, στg, τσg)

�

Proof.
� ÑTâ�É Ó ÓYÖ	Î�È Ò�Ì â�Ï;Ô�É Ë Î Õ Ñ Ó ä�Ñ Ò�Ç Ñ

(Q,σg, στg, τσg)
È Ç Ñ É È É å�Î È!Ñ Ò�ÎhÐ Ì Æ�Ë

É Ô�Î Ï�Ñ É Ñ É Î È!È Í	Î Õ É Ð ä�É Ï�Ê�Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�Ç Ó�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È ß
# � � & ú 
�Î Í�Ó Ç Õ É Ï�Ê

g
â�É Ñ Ò

σg
É Ï�Ñ Ò�ÎTÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä0Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï # ��ß á & Ê É à�Î È

y = x (xy σg ) τσg ,

â�Ò�É Õ Ò0É È�Î ë�Ç Õ Ñ Ó ä�Ñ Ò�Î!É Ô�Î Ï Ñ É Ñ ä # � � & Ð Ì Ë
(Q,σg, στg, τσg)

ß
# � 
 & ú � Ò�ÎTÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä0Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï # ��ß á & Ô�É Ë Î Õ Ñ Ó ä�Ê É à Î È

y = x (xy g ) τg ,

+ È É Ï�Ê�Ò ä�ÍEÎ Ë Õ Ì ×h×cÆ�Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä Ø�Ñ Ò�É È�×�Ç ä�ÖEÎ!Ë Î â�Ë É Ñ Ñ Î Ï�Ç È

y = (yxσg )xστg ,

â�Ò�É Õ Ò0É ÈYÑ Ò�Î!É Ô�Î Ï Ñ É Ñ ä # � 
 & Ð Ì Ë
(Q,σg, στg, τσg)

ß
# ��� & ú 
�Î Í�Ó Ç Õ É Ï�Ê

g
â�É Ñ Ò

τσg
É Ï�Ñ Ò�ÎTÒ ä�ÍEÎ Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä0Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï # ��ß á & Ê É à�Î È

y = x (xy τσg )σg ,

â�Ò�É Õ Ò0É ÈYÑ Ò�Î!É Ô�Î Ï Ñ É Ñ ä # ��� & Ð Ì Ë
(Q,σg, στg, τσg)

ß
# ��
 & ú 
�Î Í�Ó Ç Õ É Ï�Ê

g
â�É Ñ Ò

τg
É Ï�Ñ Ò�Î!Ò�ä�Í	Î Ë Õ Ç Ï�Õ Î Ó Ó Ç Ñ É à�É Ñ ä0Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï # ��ß á & Ê É à Î È

y = x (xy τg ) g .

+ È É Ï�Ê�Ò ä�ÍEÎ Ë Õ Ì ×h×cÆ�Ñ Ç Ñ É à�É Ñ ä Ø�Ñ Ò�É È�×�Ç ä�ÖEÎ!Ë Î â�Ë É Ñ Ñ Î Ï�Ç È

y = (yxστg )xσg ,

â�Ò�É Õ Ò0É ÈYÑ Ò�Î!É Ô�Î Ï Ñ É Ñ ä # ��
 & Ð Ì Ë
(Q,σg, στg, τσg)

ß
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� ��� ��% % ��� � ���  ���� ð ý
(Q,G)

# ðTô!í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï�� � í�ð ÿ�& ø ñ�ð ô û í�ð � ð ü�ð ÿ�ý
g
ø &

ý í�ðcñ ð ��ð � ö ø ÿ	� ö ÿ�þ ð ñ õ ö ø ÿ0õ ï�ô û ð
G 
 ý í�ð ñ ðcö õcô�û ø ü$# ö ÿ�ô ý ø ñ ö ô �$ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï

(Q, g)
�

Proof.

!Î Í�Ó Ç Õ Î

g
Ö�ä

σg
É Ï�Ñ Ò�ÎcÈ Ñ Ç Ñ Î ×�Î Ï ÑTÌ Ð � Ò�Î Ì Ë Î ×���ß Ý ß

��
 ����� � ��� ��� � ÏãÜ � Þ Ø�� Ç ×�Î ÈGÊ Ç à�ÎÚÇ Õ Ò�Ç Ë Ç Õ Ñ Î Ë É * Ç Ñ É Ì Ï Ì Ð-Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó
ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È�Ñ Ò�Ç Ñ�Ç ×�Ì Æ�Ï Ñ È�Ñ ÌcÑ Ò�Î�É Ï à�Î Ë Ñ É Ö�É Ó É Ñ ä0Ì ÐEÑ Ò�Î�×�Ç Í�È

ĝ
Ç Ï�Ô

σ̂g
É Ï # ��ß � & ß

� Ç ×�Î È �EÕ Ò�Ç Ë Ç Õ Ñ Î Ë É * Ç Ñ É Ì Ï�Õ Ì Æ�Ó Ô�Ö	ÎcÆ�È Î Ô-Ç ÈcÇ Ï;Ç Ó Ñ Î Ë Ï�Ç Ñ É à�Î�Ô�É Ë Î Õ ÑcÇ Í�Í�Ë Ì Ç Õ Ò-Ñ Ì
Ñ Ò�ÎTÍ�Ë Ì�Ì Ð�Ì Ð (�Ì Ë Ì Ó Ó Ç Ë ä ��ß á�ß
!#"�����$�% 
 ��� ����% Ì Ë�ÇTå�Ï�É Ñ Î�å�Î Ó Ô

F
Ì ÐEÌ Ë Ô�Î Ë

q
Ø�Õ Ì Ï�È É Ô�Î Ë�Ñ Ò�Î�Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í

(Q,G)
Ê É à Î Ï¡Ö ä � Ë Ì Í	Ì È É Ñ É Ì Ï ��ß Ý ß �!Î Ë Î Ø�Ñ Ò�Î0Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Óhê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È�Ì Ð

(YÌ Ë Ì Ó Ó Ç Ë ä ��ß á�Õ Ì Ï�È Ñ É Ñ Æ�Ñ ÎhÇ�È Î Ñ!Ì Ð
q − 2

×cÆ�Ñ Æ�Ç Ó Ó ä�Ì Ë Ñ Ò�Ì Ê Ì Ï�Ç Ó$É Ô�Î ×hÍEÌ Ñ Î Ï ÑcÇ Ï�Ô
Î Ï Ñ Ë Ì Í�É Õcê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�È ß
!#"�����$�% 
 ��� ��� % Ì ËcÇ�å�ë�Î Ô # Õ Ì ×cÖ�É Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó & ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í

(Q, ·)
Ø$Õ Ì Ï�È É Ô�Î ËTÑ Ò�Î

Ò ä�ÍEÎ Ë ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
(Q,S3)

Ê É à�Î Ï�Ö�ä � Ë Ì ÍEÌ È É Ñ É Ì Ï���ß á�ß � Ï�Ñ Ò�É È!Õ Ç È Î Ø	Ñ Ò�Î�Õ Ì ×cÖ�É æ
Ï�Ç Ñ Ì Ë É Ç Ó	ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í�ÈYÌ Ð�(�Ì Ë Ì Ó Ó Ç Ë ä���ß áTÐ Ì Ë × Ñ Ò�Î�Ð Æ�Ó Ó	È Î Ñ�Ì ÐEÕ Ì Ï é Æ�Ê Ç Ñ Î È�Ì Ð

(Q, ·)
ß

ì!È�Ç�Õ Ì Ï�È Î ê Æ�Î Ï�Õ ÎcÌ Ð�Ñ Ò�ÎTÐ Ì Ó Ó Ì â�É Ï�Ê�Ë Î È Æ�Ó Ñ Ø�É Ñ�â�É Ó Ó$Ñ Ë Ç Ï�È Í�É Ë ÎTÑ Ò�Ç Ñ!Ñ Ò�ÎcÈ É Ñ Æ�Ç Ñ É Ì Ï
Ì Ð�Û�ë�Ç ×�Í�Ó Î ��ß �hÉ È�ê Æ�É Ñ ÎTÑ ä�Í�É Õ Ç Ó ß
� � ��$���� � � � ��
 ��� ��� � ð ý

(Q,G)
# ð�ô�í�î ï�ð ñ ò ó�ô õ ö ÷ ñ ø ó ï�� � í�ð ÿ$& ø ñhô � �

x 
 y
ö ÿ

Qô ÿ 	
g
ö ÿ

G 
 ø ÿ	ð!í�ô õ
# ��ß Ý &

xy στσg = xy τστg .

Proof.
(�Ì Ï�È É Ô�Î Ë�Ñ Ò�Î£Î ê Æ�Ç Ñ É Ì Ï�Ç Ó�ê Æ�Ç È É Ê Ë Ì Æ�Í
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y = x (yx τσg )στg ,

â�Ò�É Õ Ò0×�Ç ä�ÖEÎ!Ë Î â�Ë É Ñ Ñ Î Ï�Ç È
# ��ß á &

y = x (xy στσg )στg
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xz στg
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z
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